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摘　要：基于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ动力学模型，提出并研究了Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展的分数阶积分的变分问题的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量。基于按指数律拓展的分数阶积分的ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆＢｉｒｋｈｏｆｆ变分问题，建立起与之对应
的ＥｌＮａｂｕｌｓｉＢｉｒｋｈｏｆｆ方程；基于ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量在无限小变换下的不变性，给出系统的 Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换
和Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换的定义和判据。该研究建立 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展的分数阶积分的变分问题的
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理，揭示了该模型下系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性和守恒量之间的关系。文末举例说明结果的应用。
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ｇｒａｎｇｅ函数和Ｈａｍｉｌｔｏｎ函数之中，提出了分数阶变
分问题，建立了分数阶 ＥｕｌｅｒＬａｇｒａｎｇｅ方程和分数
阶 Ｈａｍｉｌｔｏｎ方程。此后，Ａｇｒａｗａｌ［３］，Ａｔａｎａｃｋｏｖｉ
［４］，Ｔｏｒｒｅｓ［５］等在Ｒｉｅｗｅ研究的基础上对分数阶变
分问题进行了更为深入的研究。２００５年以来，Ｅｌ
Ｎａｂｕｌｓｉ在分数阶微积分的框架下基于分数阶积分
的定义建立了一种新的非保守系统动力学模

型［６－８］，该模型所得的动力学方程形式上类似于经

典方程，但方程不出现分数阶导数，却包含相应于

耗散力项的广义外力，这样既避免了分数阶微积分

计算，同时又解决了非保守力的建模问题。近年

来，基于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ模型的非线性动力学及其对称
性和守恒量的研究已经取得了一系列重要成

果［９－１８］。本文进一步将基于按指数律拓展的 Ｅｌ
Ｎａｂｕｌｓｉ动力学模型拓展到 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统，研究
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展的分数阶积分的
Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。

１　ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ变分问题
基于按指数律拓展的分数阶积分的 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ

Ｐｆａｆｆ变分问题定义为［１９］：

求积分泛函

Ｓ（γ）＝ １
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１
［Ｒμ（τ，ａ

ν）ａμ－Ｂ（τ，ａν）］·

（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１ｄτ （１）
在给定边界条件

ａμ τ＝ｔ１ ＝ａ
μ
１，　ａ

μ
τ＝ｔ２ ＝ａ

μ
２　（μ＝１，…，２ｎ）

（２）
下的极值问题，其中 Ｂ＝Ｂ（τ，ａν）为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函
数，Ｒμ ＝Ｒμ（τ，ａ

ν）为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组，ａμ为 Ｂｉｒｋ

ｈｏｆｆ变量，且 ａμ ＝ｄａ
μ

ｄτ
，Γ是 ＥｕｌｅｒＧａｍｍａ函数，０

＜α≤１，τ是固有时间，ｔ是观察者时间，τ≠ ｔ，
函数Ｂ和Ｒμ是其变量的Ｃ

２类函数，γ是某曲线。
如果ａμ＝ａμ（τ）是ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ变分问题的

极值，则满足如下的ＥｌＮａｂｕｌｓｉＢｉｒｋｈｏｆｆ方程［１９］

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－

Ｒμ
τ
＝ （１－α）ｓｉｎｈτ
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）

Ｒμ，

（μ＝１，…，２ｎ） （３）
泛函 （１）称为 ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量。当 α＝１
时，这个问题成为经典的 Ｐｆａｆｆ变分问题，而方程
（３）成为标准的Ｂｉｒｋｈｏｆｆ方程。

２　ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量的变分
引入ｒ－参数有限变换群的无限小变换

珔τ＝τ＋Δτ，珔ａμ（珔τ）＝ａμ（τ）＋Δａμ

（μ＝１，…，２ｎ）　　 （４）
其展开式

珔τ＝τ＋εσξ
σ
０（τ，ａν），珔ａμ（珔τ）＝

ａμ（τ）＋εσξ
σ
μ（τ，ａ

ν）　（μ＝１，…，２ｎ） （５）
其中εσ为无限小参数，ξ

σ
０，ξσμ为无限小变换的生成

函数或生成元。在无限小变换 （４）作用下，曲线
γ变换为邻近曲线 珔γ，则 ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量
（１）变换为

Ｓ（珔γ）＝ １
Γ（α）∫

珋ｔ２

珋ｔ１
［Ｒμ（珔τ，珔ａ

ν）珔ａ·μ－Ｂ（珔τ，珔ａν）］·

（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈ珔τ）α－１ｄ珔τ （６）
ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量 （１）在变换前后的差为

Ｓ（珔γ）－Ｓ（γ）＝ １
Γ（α）∫

珋ｔ２

珋ｔ１
［Ｒμ（珔τ，珔ａ

ν）珔ａ·μ－Ｂ（珔τ，珔ａν）］·

（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈ珔τ）α－１ｄ珔τ－
１
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１
［Ｒμ（（τ，ａ

ν）ａμ－Ｂ（τ，ａν）］·

（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１ｄτ＝
１
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１

　
　
［Ｒμ（τ＋Δτ，ａ

ν＋Δａν）（ａμ＋Δａμ）{ －

Ｂ（τ＋Δτ，ａν＋Δａν）］·

［ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈ（τ＋Δτ）］α－１（１＋ｄｄτΔτ
）－

［Ｒμ（τ，ａ
ν）ａμ－Ｂ（τ，ａν）］（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１}　　ｄτ

（７）
作用量 Ｓ的变分 ΔＳ为差 Ｓ珔( )γ－Ｓ( )γ 相对 ε的主
线性部分，于是有

ΔＳ＝ １
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１

Ｒν
τ
ａμ－Ｂ( )τΔτ＋

Ｒμ
ａν
ａμ－Ｂ
ａ( )ν Δａν[{ ＋

ＲμΔａ
μ＋（Ｒμａ

μ－Ｂ）ｄｄτ ]Δτ·
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１－（Ｒμａ

μ－Ｂ）（α－１）Δτ·

（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－２ｓｉｎｈτ}　　ｄτ （８）

由于

δａμ ＝Δａμ＋ａμΔτ，Δａμ ＝ｄｄτ
（Δａμ）－ａμ ｄｄτ

（Δτ）

（９）
利用式 （９），式 （８）可写成

ΔＳ＝ １
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１

ｄ
ｄτ
［（ＲμΔａ

μ－ＢΔτ）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１{ ］＋

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－

Ｒμ
τ
－ （１－α）ｓｉｎｈτ
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）

Ｒ[ ]μ·
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１δａμ}　　ｄτ （１０）

１５１
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将式 （５）代入式 （１０），得到

ΔＳ＝ １
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１
εσ·

ｄ
ｄτ
［（Ｒμξ

σ
μ－Ｂξ

σ
０）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α

－１{ ］＋

Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－

Ｒμ
τ
－ （１－α）ｓｉｎｈτ
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）

Ｒ[ ]μ·
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１（ξσμ－ａ

μξσ０）}　　ｄτ （１１）

式 （８）和 （１１）是基于按指数律拓展的分数阶积
分的ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量变分的基本公式。

３　Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性的定义和判据
定义１　如果 ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量 （１）是

无限小群变换 （４）的不变量，即对无限小群变换
（４）的每一个变换，始终成立如下关系

ΔＳ＝０ （１２）
则称无限小变换为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展
的分数阶积分的变分问题的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换。

根据定义１和公式 （８）， （１１），得到如下判
据。

判据１　如果无限小群变换 （４）满足如下关
系

Ｒμ
τ
ａμ－Ｂ( )τΔτ＋

Ｒμ
ａν
ａμ－Ｂ

ａ( )ν Δａν＋ＲμΔａμ＋
（Ｒμａ

μ－Ｂ） ｄ
ｄτΔτ

＋（１－α）ｓｉｎｈτｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ( )Δτ＝０
（１３）

那么，变换是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在定义 １意义下的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换。

式 （１３）可写成ｒ个方程
Ｒμ
τ
ａμ－Ｂ( )τξσ０＋

Ｒμ
ａν
ａμ－Ｂ

ａ( )ν ξσν＋Ｒμ（ξσμ－ａμξσ０）＋
（Ｒμａ

μ－Ｂ）ξσ０＋
（１－α）ｓｉｎｈτ
ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτξ

σ( )０ ＝０
（σ＝１，…，ｒ） （１４）

当ｒ＝１时，方程 （１４）称为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按
指数律拓展的分数阶积分的变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ等
式。

通过判据 １或 Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （１４）可以判断
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展的分数阶积分的变
分问题的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性。

定义２　如果 ＥｌＮａｂｕｌｓｉＰｆａｆｆ作用量 （１）是
无限小群变换 （４）的准不变量，即对无限小群变
换 （４）的每一个变换，始终成立如下关系

ΔＳ＝－ １
Γ( )α∫

ｔ２

ｔ１

ｄ
ｄτΔ

( )Ｇｄτ （１５）

其中ΔＧ＝εσＧ
σ，Ｇσ ＝Ｇσ τ，ａ( )ν 称为规范函数，

则称无限小变换为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展
的分数阶积分的变分问题的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。

根据定义２和公式 （８）， （１１），得到如下判
据。

判据２　如果无限小群变换 （４）满足如下关
系

Ｒμ
τ
ａμ－Ｂ( )τΔτ＋

Ｒμ
ａν
ａμ－Ｂ

ａ( )ν Δａν＋ＲμΔａμ＋
（Ｒμａ

μ－Ｂ） ｄ
ｄτΔτ

＋（１－α）ｓｉｎｈτｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ( )Δτ＝
－ｄｄτ
（ΔＧ）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）１－α （１６）

那么，变换是 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统在定义 ２意义下的
Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换。

式 （１６）可写成ｒ个方程
Ｒμ
τ
ａμ－Ｂ( )τξσ０＋

Ｒμ
ａν
ａμ－Ｂ

ａ( )ν ξσν＋Ｒμ（ξσμ－ａμξσ０）＋
Ｒμａ

μ( )－Ｂ ξσ０ ＋
１－( )αｓｉｎｈτ
ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτξ

σ( )０ ＝
－Ｇ
·σ（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）１－α　（σ＝１，…，ｒ）

（１７）
当ｒ＝１时，方程 （１７）称为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按
指数律拓展的分数阶积分的变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ等
式。

通过判据 ２或 Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （１７）可以判断
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数律拓展的分数阶积分的变
分问题的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称性。

４　Ｎｏｅｔｈｅｒ定理
在ＥｌＮａｂｕｌｓｉ动力学模型下，由 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统

的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性可直接导出 Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量，有
如下定理。

定理１　对于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ动力学模型下的 Ｂｉｒｋ
ｈｏｆｆ系统 （３），如果无限小群变换 （４）是定义１
意义下的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称变换，则系统存在 ｒ个线性
独立的第一积分，形如

Ｉσ ＝（Ｒμξ
σ
μ－Ｂξ

σ
０）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α

－１ ＝ｃσ

（σ＝１，…，ｒ） （１８）
　　证明　由定义１，得到

ΔＳ＝０
由公式 （１１）得
１
Γ（α）∫

ｔ２

ｔ１
εσ
ｄ
ｄτ
［（Ｒμξ

σ
μ－Ｂξ

σ
０）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α

－１{ ］＋

２５１
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Ｒν
ａμ
－
Ｒμ
ａ( )ν ａν－Ｂａμ－

Ｒμ
τ
－ （１－α）ｓｉｎｈτ
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）

Ｒ[ ]μ·
（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１（ξσμ－ａ

μξσ０）}　　ｄτ＝０
将方程 （３）代入上式，并且考虑到 εσ的独立性
和积分区间的任意性，得到

ｄ
ｄτ
［（Ｒμξ

σ
μ－Ｂξ

σ
０）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α

－１］＝０

积分之，即得到守恒量 （１８）。于是定理１得证。
定理２　对于ＥｌＮａｂｕｌｓｉ动力学模型下的 Ｂｉｒｋ

ｈｏｆｆ系统 （３），如果无限小群变换 （４）是定义２
意义下的Ｎｏｅｔｈｅｒ准对称变换，则系统存在 ｒ个线
性独立的第一积分，形如

Ｉσ＝（Ｒμξ
σ
μ－Ｂξ

σ
０）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α

－１＋Ｇσ ＝ｃσ

（σ＝１，…，ｒ） （１９）
　　证明　由定义 （２）和式 （１１），并利用方程
（３）式，且考虑到εσ的独立性和积分区间的任意
性，可证明定理２。

定理１和定理２称为 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统基于按指数
律拓展的分数阶积分的变分问题的 Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。
根据上述定理，可由 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ动力学模型下的
Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性找到相应的守恒量。
当α＝１时，定理１和定理２称为经典 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系
统的Ｎｏｅｔｈｅｒ定理。

５　算　例
例　设４阶 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的 Ｂｒｋｈｏｆｆ函数 Ｂ和

Ｂｉｒｋｈｏｆｆ函数组Ｒμ为
［２０］

Ｂ＝１２［（ａ
３）２＋２ａ２ａ３－（ａ４）２］，

Ｒ１ ＝ａ
２＋ａ３，Ｒ２ ＝０，Ｒ３ ＝ａ

４，Ｒ４ ＝０（２０）
试研究其基于按指数律拓展的分数阶积分的 Ｅｌ
Ｎａｂｕｌｓｉ动力学模型下的Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量。

Ｎｏｅｔｈｅｒ等式 （１７）给出
（ａ１－ａ３）ξ２＋（ａ

１－ａ２－ａ３）ξ３＋（ａ
３＋ａ４）ξ４＋

（ａ２＋ａ３）（ξ１－ａ
１ξ０）＋ａ

４（ξ３－ａ
３ξ０）＋

（ａ２ａ１＋ａ３ａ１＋ａ４ａ３－Ｂ） ξ０＋
（１－α）ｓｉｎｈτ
ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτξ( )０ ＝

－Ｇ
·

（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）１－α （２１）
方程 （２１）有解
ξ０ ＝０，ξ１ ＝１，ξ２ ＝０，ξ３ ＝０，ξ４ ＝０，Ｇ＝０

（２２）
生成元 （２２）相应于所论系统基于按指数律拓展
的分数阶积分的ＥｌＮａｂｕｌｓｉ动力学模型下的Ｎｏｅｔｈｅｒ
对称变换。根据定理１，得出相应的守恒量为

Ｉ＝（ａ２＋ａ３）（ｃｏｓｈｔ－ｃｏｓｈτ）α－１ ＝ｃｏｎｓｔ
（２３）

当α＝１时，守恒量 （２３）为标准Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ守恒量。

６　结　语
基于按指数律拓展的分数阶积分的 ＥｌＮａｂｕｌｓｉ

动力学模型，文章提出并研究了 Ｂｉｒｋｈｏｆｆ系统的
Ｎｏｅｔｈｅｒ对称性与守恒量问题，建立了 Ｎｏｅｔｈｅｒ定
理。本文方法和结果具有普遍意义，可以进一步应

用于各种约束力学系统，例如非完整非保守系统，

机电耦合系统等。
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